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Procuramos mostrar a importância da Teoria da Relativida^ 
de Geral para as Ciências Geodésicas, estudando a geometria aplicável ao 
campo gravitacional terrestre3 mediante a análise da métrica no mesmo 
campo3 com base na Teoria Gravitacional de A.' Einstein.
Esta tese se constitui3 em parte3 numa monografia3 abor_ 
dando o problema da métrica em várias situações, e3 finalmente3 num es_ 
tudo da referida métrica no campo gravitacional de uma distribuição ma 
terial esquema fluido-perfeito.
Concluindo, determinamos as equações das geodésicas do 
campo em questão3 mostrando que o aspecto relativista apresenta peque_ 
nas correções em relação ao caso Clássico3 e salientamos que tais geodê_ 
sicas são as trajetórias de massas no campo gravitacional considerado3 
podendo vir a contribuir para o estudo de órbitas de satélites terres_ 
tres artificiais.
ABSTRACT
In this thesis we intend to show the importance of the 
General Theory of Relativy in Geodesy studying the geometry suited to 
thé gravitational field of the Earth by means of analysing the metric 
in this field, according to Einstein's gravitational theory.
Partly it is a monography analysing the problem of the 
metric in various cases and finally a view of thé metric of the 
gravitational field of a perfect-fluid distribution of matter.
Finnally we determine the geodesics equations for this 
field demonstrating that the relativistic aspect shows small corrections 
compared to the classic case3 pointing out that such geodesics are the 
trajectories of masses gravitating in the same field3 which is a fact of 
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INTRODUÇÃO
O campo gravitacional terrestre Ó estudado na Teoria 
Clássica com base na geometria Euclidiana, sendo os resultados obtidos 
satisfatórios no que se refere a aplicações práticas, tais como movi_ 
mentos de satélites artificiais.
Todavia, olhando o mesmo problema sob úm aspecto mais ri_ 
goroso, deve-se empregar a Teoria Gravitacional de Albert Einstein, na 
qual a geometria depende do movimento e distribuição de matéria, esta 
responsável pelo campo, de modo que ha uma interdependência de geom£ 
tria e campo, expressa pelas equações gravitaci onais do mesmo autor.
Em 1915, A. Einstein |2j propôs uma solução aproximada 
para a métrica do campo gravitacional de uma partícula material e, em 
1916, Schwarschild j3j estudou o mesmo problema, introduzindo a conheci_ 
da métrica de Schwarschild.
No mesmo ano De Sitter |11 j demonstrou,' como o movimento 
de um satêVitè é influenciado pela rotação do corpo primário, considera^ 
ção feita dentro do quadro relativista.
Ainda em 1916, Thirring e Lense |12| estudaram o mesmo 
problema usando um método de aproximação linear |101 na mesma teoria, 
considerando como os autores precedentes um espaço levemente curvo, nas 
condições de campo gravitacional fraco.
Todos os trabalhos citados negligenciaram termos propor 
cionais ao quadrado da velocidade angular da distribuição material cria
dora do campo.
0 estudo da métrica no campo gravitaci ona! terrestre ,deji
tro do quadro da Relatividade Geral, apresenta atualmente grande iji
teresse para as Ciências Geodésicas devido ãs determinações dos parâmefi
tros dos elipsoides terrestres (modelos da forma da Terra])» através de 
satélites artificiais, e o estudo em questão permite determinar as equâ  
ções das geodésicas ou trajetórias destes satélites.
Apesar de as correções rei ati vistas serem aikda negligent 
ciáveis, existem trabalhos, jã publicados, mostrando a inpBrtância teÕ 
rica deste problema que, para o futuro, vira a ter significado e dentre 
estes trabalhos citamos:
The Earth Externai Gravity Field, Vaynrot, f.I. J14J
RelativiStic Perturbation Theory, Krause, ILL.. |'61
Nosso trabalho se propõe a estudar o problsna da métrica, 
nas condições de campo fraco e espaço levemente curvo, suprado a Terra 
descrita por um esquema fluído-perfeito e, apos a determitreção das com 
ponentes do tensor métrico, apresentar as equações das gesdêsicas do eŝ  
paço em questão.
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1 - IDENTIDADES DE BIANCHI
As identidades de Bianchi são de fundamental importância 
no estudo da geometria generalizada. Elas apresentam uma relação entre 
as componentes do tensor de curvatura, de Riemann, permitindo também a 
determinação das equações de Einstein, que são de importância vital na 
Relatividade Geral.
Iniciando o estudo da métrica, vamos considerar um ponto 
do-campo gravitacional de uma distribuição material, onde se constrói
um referencial natural (M . e ), sendo II a origem e e os vetores dex o or o J a
base deste sistema. Admitimos também que M é o ponto de uma variedade 
Vn diferenciãvel ate uma ordem desejada, sendo o espaço euclidiano 
tangente â mesma em Mq , de tal maneira que os ea estejam nesse espaço.
o. y
Fig. 1
0 ponto Mq é definido pela função vetorial de posição f! 
= $i(ya ), onde ya são suas coordenadas relativas ao sistema (0, ?a ), e o
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ponto m às coordenadas (za), do mesmo sistema.
Efetuemos sobre as variáveis ya uma mudança para as c£ 
ordenadas za , tal que em uma representação de segunda ordem |8|, en es_
teja referido ao sistema (m, ea ).
Obviamente os dois referenciais em m e M coincidem e,
portanto, as componentes de um mesmo tensor nos dois sistemas são ide£ 
ticas {8j.
A métrica euclidiana e dada por j9 1
ds2 = ga3 dy0L dye> i-i
onde ds e o comprimento elementar de arco no espaço euclidiano e
são as componentes do tensor métrico, definidas pelo produto escalar dos
vetores de base, I9|
9 o - e • eQ 1.23a& a 3
Os símbolos de Christoffel de segunda espécie, que são 
definidos por 113j







serão nulos, mas suas derivadas não o serão |7|.
Nestas considerações o sistema (za| e chamado de sistema 
de coordenadas normais, relativas a MQ , {8[.
Vamos analisar as componentes do tensor de Riemann em um 
sistema de coordenadas normais.
mas, no sistema em questão, considerando que os •símbolos de Christoffel 
são nulos, estas assumirão a forma




Derivando a expressão 1.7 em relaçao as coordenadas y
vem
Vr RXo = TX - 3 x TXC 1.8ô a3y 3o ay yô a3
Derivando agora a mesma expressão em relação a yY temos
V R* = 3 . TXa - 3Q rX.; 1.9y ao 3. yô a3 3y aô
~ 8es finalmente5 em relaçao a y , obtemos
vc r a . = 3C rx - 3QJt r x i . i o8 ayô 8y cxô 86 ay
Somando membro a membro as expressões 1.8, 1.9 e 1.10,re
sul ta
do que |13|,
V- RX + V RX + Vc RX . = 0. 1.116 a8y y aô8 8 ayô
Multiplicando agora a expressão 1.11 por g^ e lembraji
g, V. RÀ . = V0 R x 1.128 ayô 8 yayo
temos finalmente
- 5 -
As expressões 1.11 e 1.13 são as identidades de 




2 - AS EQUAÇÕES DE EINSTEIN
As equações propostas por A. Einstein apresentam grande 
importância na Teoria da Relatividade Geral pelo fato de estabelecerem 
um vínculo entre grandezas geométricas e físicas, quando se trata do 
comportamento da métrica no campo gravitacional de uma distribuição lira 
terial.
Para. obter tais equações multipliquemos a identidade 1.13
por g°^ g^e , resultando
ü“ 6 S4" W  + S“ ® 9 » « s *  + S“ ® S6' ’V W  ° 2 J
A primeira parcela de 2.1 pode ser colocada na forma,113j
a3 ôe „ D a3 „ D . 9 9
 ̂ 9 3 aôey  ̂ 3 ay ’
e, a segunda, na forma
rj n _ aQ 6e ™ p o o
9 9 Ve aôy3 '  9 9 « Raôye * *
0 tensor de Riemann apresenta antissimetria em relação 
aos índices, y e e, logo,
7 -
R . = - R ,aôye aoey 2.4
Por esta razão, 2.3 pode ser escrita como
ag ôe „ D _ ag ôe „ D
® ^ g aôye 9 9 g aôey* 2.5
Por contração, 2.5 ficara
ga8 góe I J .  = -goB v 0 R .y a G aôye 3 G oty 2.6
e a última parcela de 2.1 resulta
ga3 gôe V R -p = V R 3 3 y otoge y 2.7
a forma
Desta maneira, observando 2.2, 2.6 e 2.7, 1.13 assumira
- gaB Ve R - ga6 Vfi R + V R  = 0. 3 G ay 3 G oty y 2.8
Multiplicando 2.8 por g e lembrando que, 113joty
g g“8 = 66 » 3ay 3 y
1 se G =  y 
0 se g ^  Y»
2.9
sendo as componentes do tensor de Kronecker, temos para a 2.8,
A 2.10 terã significado para 8 = y> devido as condições 
mostradas por 2.9, resultando então
2 VQ R - Vfi g R = 0. 2.118 ay 8 cty
Finalmente, a 2.11 pode ser escrita na foraa
VQ (R - -  g R) = 0. 2.128 ' ay 2 aY
Observa-se na expressão 2.12 que os termos entre parente 
ses correspondem ãs componentes de um tensor covariante de segunda or_ 
dem, que Õ chamado tensor de Einstein, sendo representado por G . j 3[
Portanto, concluímos que, de acordo com 2.12,
mostrando-nos que a divergência do tensor de Einstein é wla; saliente 
mos também que este tensor apresenta características exclsnsivãmente ge£ 
métricas, não sendo, portanto, grandeza física.
Quando se considera uma distribuição material esquema
- 9 -
fluTdo-perfeito, tem-se um tensor descritivo da mesma, chamado tensor 
irnpulsão-energia e que se apresenta, na forma covariante, como, j3j
onde p e a densidade da distribuição, a velocidade, P a pressão e c 
a velocidade da luz.
Admitindo que a pressão seja nula sobre as partículas 
desta distribuição, a 2.14 ficara
Sabe-se também que o tensor irnpulsão-energia apresenta
divergência nula, j3|, isto e,
e 2.16. Procurando uma generalização das equações de Poisson, A.Einstein 
estabeleceu |3| uma proporcionalidade entre os tensores e Tag ,atra_ 





Temos agora dois tensores conservativos como mostram 2..13
K * 8 i r G 2.17
c2
- 10 -
onde 6 é a constante gravitacional de Newton.





A 2.19 apresenta as equações de Einstein, que interligam 
grandezas geométricas a físicas e permitem relacionar a geometria apli_ 
caveí a um campo gravitacional de uma distribuição material, as caract£ 
rísticas físicas desta distribuição, impostas pelo tensor impulsão-ener^ 
gia, mostrando também que este espaço é deformado pela presença de mate 
ria.
Na mesma equação 2.19 temos |7| o tensor de Ricci dado 
pela contração do tensor de Riemann,
RaB - 9ÍP W  2'20
ou pela forma |7|
- 11 -
r„g a a« r\  “ r^0 + ry, r* - rxQ ríV , 2.21ap 6 aX A a3 aA Bp aB Ap
sendo suas componentes simétricas, i.e,
R a = Rc . 2.22a3 3a
A curvatura escalar do espaço, que aparece em 2.19, é da_
da por j 71.
R = g“6 RaB. 2.23
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3 - A MÉTRICA DE SCHWARSCHILD
Vamos estudar a métrica no campo de uma distribuição ma 
teria! rigorosamente simétrica, nas condições de caso estático.
Adotaremos como consideração de çaso estático o seguinte:
0 tensor métrico e dito estático se suas componentes não 
dependem do tempo |3|, ou seja,
^t ®a3 = ^» a» 3 = 0, 1, 2, 3 3.1
e, ainda,
Qq -j = 0 » i = l, 2, 3.
Considerando a métrica dada por 1.1 e admitindo um sis_ 
tema ortogonal de referência, teremos
ds2= g 00(dx0)2 + gii(dx1)2 + g22(dx2)2 + g33{dx3)2, 3.2
pois,
ga& = 0 se a £  3 3.3
■■ 13 -
Como sabemos, de acordo com as equações de Einstein, o
espaço é deformado pela matéria e a métrica no campo gravitacional em
questão não sera euclidiana. Por esta razão, admitiremos que o coefici_
2
ente gQ0 seja um valor V , a determinar, e colocareaos a parte espacial 
com os coeficientes a 0A, também a determinar. Com isto, a 3.2 assume a 
forma
ds2 = V2 dt2 - a dxp dxa , p, o = 1, 2', 3, 3.4pu
onde
x° = t. 3.5
1 - 2Em um sistema de coordenadas esfencas com x = r, x
. 3
= 0 e x = <f>, teremos
. \
x1 = r sen6 cos<p 1 3  1 2 3 x = x |x  , x , x )
x2 = r sen6 sen<{> e
2 2 1 ? 3 
X = X | x  , X , X )
x3 = r cose
3 3 T p o 
X = X {X , X , X ) .
/
Colocando a parte espacial de 3.4 n® forma
dí,2 = F2 dr2 + p2(de2 + sen20 df2 |» 3.7
- 14 -
teremos, V F e p como funções apenas de r, a determinar.
Comparando a parte espacial de 3.4 com 3.7
fl - F2 >a u  r
àzz = p2
a33 = p2 sen1e
/
sendo que
a = 0, se p a.pa
Na forma matricial teremos, observando 3.8
a u ai2 31 3 F2 0 0
a = a2i a22 323 = 0 P2 0
331 332 833 0 0 p2sen20
cujas componentes contravariantes são dadas por
cofator a„„,pa _ paa - — — — — — ---- -— ,
determinante a „ pa
resultando
11 1 22 i 33 1
a = ~ ,  a = ---, a = — -------









Utilizando a 1.3, podemos determinar os símbolos de Ch_ 
ristoffel de segunda espécie
r® « aaa (3. a , + 8 a0 - 3- aQ ), 3.13
gy 2 & Y° Y 8a a 8y
onde fazemos -a = a, porque o sistema e ortogonal.
Usando a notação de 1.5, teremos abaixo os símbolos de 
3.13, que são diferentes de zero, indicando com'derivação em relação a 
r e fazendo
3i = 3r , 32 = 3q e dz - 3^; 3.14








96 a33 = - sene cos 0 3.15
2
rX2 r2i = ~ —  3 • & 3 2 2 =
2  p
3
Tl3 ril = —  3 Í a 33 = £
j»3 _ 1
32 o 36 a 3 3 55 cotg 0
16 -
escrever I3 I
0 caso estacionário, que estamos admitindo, nos
V<Rc,B> + L«B ’ »•
onde V ê função apenas de r, Rag são aS componentes do tensór d 
dadas por 2.21 e Lag por |3|
com
, _ 32 V t,y 3V
a3  “ a 3 a3  y ’ 
3x 3x 3xy
Lag = 0, se a ̂  3.
Observando as 3.15 e 3.17-, escrevemos
a2v 1 F' V 1
L u  -  —  - r , i  3rv = V" - L - X
3r-2 F
e, analogamente,











*-3 3” — --  ~
F2
3.21
Utilizando a 2.21, podemos calcular as componentes
R n  e R22 do tensor de Ricci, que tem significado em nosso problema.
Rll . £ _ 1 _ (_ê L)
p 3r F
. ■ 2
R22 = - Ê -  — —  (-^ ~ ) + -2--------- 1
F 3r F F2
3.22
Devido às 3.19, 3.20 e 3.22, a 3.16 permite escrever
2VF d (-£1) + v" - = 0 3.23
p dr F
—  (■■.P-P'.-V-) - V F = 0, 
dr F
3.24
onde 0 símbolo _3 foi substituído por c[ porque F e p são funções apenas 
de r.
18
Subtraindo a 3.24 da 3.23 e dividindo ambos os membros 
por 2VF obtemos,
—  (-^ -)  - = 0, 3.25




sendo Ci uma constante.
Para um ponto infinitamente afastado da distribuição ma
terial devemos ter a métrica euclidiana
ds2 = c2 dt2 - dr2 - r2 (de2 + sen2e d*2), 3.27
de maneira que as condições de contorno nos permitem avaliar a consta_n
te Ci da expressão 3.26. Desta forma,





p' = 1, F = 1 e V = c 3.29
cp' - VF. 3.30
Sübstituindo a 3.30 na 3.24, vem.
—  ( H e u )  - cp' = 0 3.31
dr F
e, integrando,
B 2 L 1  - cp = C 2 3.32
Como devido, a 3.30,
p' = yL* 3.33
resulta então para a 3.32, apos algumas transformações algébricas,
p (1 - l ! )  = C3. 3.34
c2
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Multiplicando ambos os membros da 3.34 por c2 e explici
tando. V2 obtemos
V2 = c2 - -A 
P
3.35
Fazendo, agora, na 3.35 Ci» = 2GM, onde G é a constante 
de Newton e M a massa da Terra, teremos
y2 = c2 - — , 3.36
satisfazendo a condição de que, no infinito, V = c. Ainda a 3.30 nos per̂  
mi te escrever




F2 dr2 = ™  dp2 
V2
Observando as 3.4, 3.7 e 3.38, teremos, finalmente,
3.38
3.39
que Õ a métrica de Schwarschild.
-  21 -
4 - SOLUÇÃO RIGOROSA PARA O CASO ESTÁTICO
Como estamos admitindo a parte espacial da métrica na 
forma mostrada em 3.7 e considerando ainda que são harmônicas as coord£ 
nadas do ponto do campo gravitacional em estudo deverá ser nulo, o op£ 
rador de D'Alembert aplicado as coordenadas xa , ou seja,{3|
□  x'a = 0 , 4.1
ou, equivalentemente,
1 32 % a 1
V2 3t2 p2
— L  a (Xei 3 x a ).+ V2 X ar A y /
VF F
= 0, 4.2
sendo V2 o operador de Laplace, em coordenadas esfericas, de valor,
V2 x a = - 2 xa = - 2r, para a = 1. 4.3
Desta maneira, a 4.2 ficará:
1 M - ^ )  - 2r - 0 ,
VF
4.4






VF = c —  > 
dr
4.6
que, colocada na 4.4, resulta
J L
dp
dr , V2 p2. 
dp c2
- 2 r = 0. 4.7





(p2 - M - P ] 2 r = 0 , 4.8
GM -onde se observa que. o termo ^  é o raio gravitacional |6 j, que denotar^ 
mos por a.
A 4.8, apos uma mudança de variáveis do tipo







(z2 - 1) 2 r = 0 , 4.10
que é uma equação de Legendre, con n = 1.
A solução da equação 4.10 e do tipo
r = CQ Pi (z) + Ci Qx (z), 4.11
onde CQ e Ci são constantes a determinar e Pi (z) e Qx (z) são os po'lJ_
nômios de Legendre de primeira e segunda espécies, respectivamente, seji
do 151
Pi (z) = z 4.12
e
Qi (z) = -  zi 4.13
2 n z - 1
Como, para z = 1, a 4.13 apresenta discontinuidade, a s£ 




Fazendo CQ = a, a 4.14 fica
r = az. 4.15
o que, em face da 4.9, resulta
p = a + r.
Desta forma, a 3.36 ficará
V2 = c2 (J— £). 
r + a
4.16
Finalmente, a métrica dada pela 3.39 será
ds2 = c2 (r~~ a- ) dt2 - (^-Í-2 ) dp2 - (r + a )2 
r + a r - a
de2 + seraa6 d<p2
4.17
que se reduz á métrica clássica para um ponto infinitamente afastado da 
distribuição material.
- 25 »
5 - SOLUÇÃO LINEAR PARA O CASO ESTÁTICO
E possível encontrar soluções para as equações 2.19 no
caso estático. Tais soluções foram propostas por A. Einstein em um meto 
do aplicável a campos, de massas com velocidades arbitrárias, onde se 
admite que as componentes do tensor métrico diferem pouco de seus valo 
res relativos ao caso caso clássico. Admitiremos que tais componentes 
sejam da forma |10|.
5.1
onde <$a£ foi definido pela 2.9 e os Yag são pequenos, de tal forma que 
podemos omitir os termos do tipo
sendo os Yag independentes do tempo.
Tomando as equações 2.19, multiplicando-as por gaY e lem
brando que |6 |
5.2
Vem




De 5.3 concluímos que,
R = KT 5.4
e, substituindo na equação 2.19, encontramos
Ray * - *(Tay ' T)- 5‘6
Para uma determinação da métrica fora da distribuição ma_ 
terial devemos ter j7 1
R = 0 5.6
e a 5.5 mostra-nos que, nestas condições,
T = 0 5.7
resultando para a 5.5
R = - K T . 5.8ay ay
Introduzindo a coordenada
x° = ict, 5.9
- 27 -
onde j_ e a unidade imaginaria, a métrica do espaço-tempo assumira a for 
ma
Para encontrar uma solução aproximada das equações 5.8. 
vamos considerar o. tensor de Ricci, em um sistema de coordenadas normais 
na forma,
Calculando os símbolos de Christoffel de segunda espe 
cie e lembrando a 5.1, temos,
dxa dx^ = c2 dt2 - l E g R dxa dx^.
a=l 8=1 aíá
A partir da 5.1 podemos obter as componentes contravan 
antes do tensor métrico, que serão jlOj




Como e usual em Relatividade Geral, vamos considerar o 
delta de Kronecker na forma
a|3
•T, se a = 8,
e
0, se a f  8,
5.15
o que nos leva a impor a condição p = o nas 5.13 e 5.14 e ainda, negl i_ 
genciando os termos da forma ypa 3a y , teremos para estas expressões
Tp = 1  3 y 
ao 2 a PP 5.16
cx8 Yfir» + ~ IVvfi)*2 ' a '8p 8 ap p 'a8 5.17




Introduzindo agora as quantidades |10 |
5.20
Y 1* = -Y» 5.21
6a e 1f-
5 r$f\. LL
Substituindo as 5.21 e 5.22 na 5.18, vem
32 y' 3
------------ g - + £
ax® 3x p=o
32 y'a  ̂ 32 y;a§. - 1 Ô -ifx l - ° TotP + 1 d J l l ‘
(3xp)2 2 aÉ5(3xp )2 3xe 3xP 2 ap 3xP 3xp
+ I  6 32 y'




3xp 3xe 2 pe3xp 3xe
)
aS
2 K Ta 3 5.23
e, considerando 5.15, temos
- 30 -
pio
32 y:a8 a2 y*'ap 3p 92 y ’
+ <5 Q l 
a8
pe
(9xp ) 2 9xP 9xp 9xa 9xP e 9xp 9xe
2KTaB 5.24
A 5.24 pode ser simplificada cons4derando-se um sistema 
de coordenadas normais, no qual as quantidades a seguir sejam nulas, em 
face da aproximação considerada |10|
2 92 y' 9Z Y2ap 8p _
9x3 9xp 9xa 9xp 9xp 9xe
5.25
Desta forma, a 5.24 ficara
32 Ya8
p=0 (9xP)s
2 K Ta8 * 5,26
ou, utilizando 0 operador de D'Alembert, 110J
□ d 6 = - 2 K v
que são equações de ondas qravitaci onais, |7|.
Para realizarmos a integração de 5.27, deveiaos conside 
rar 0 seguinte |13|:
- 31 -
Dada uma função escalar <#>, cujo D'Alernbertiano e da for
ma
1 92<+> _ riV ~ — = ~ LÀ ,
C2 3t2
5.28
então esta função ë dada por
C
4tt
a  d V  
Ir - r»|'
5.29
como solução da 5.28.
Na 5.25 tem-se C como uma constante e A como uma função
do tipo
A = A (?'» t'), 5.30
onde
r  -  r
t' = t
5.31
A integração realizada se baseia nas considerações de 
potencial retardado |3|.
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2it V' |r - r'|
5.32





I ->  ->  ,
V'
Em face das 5.19, 5.22 e 5.33, a 5.1 ficara:
„ - X  46 
9ag “ a3 “ c-.2
f
Ta$ dV' 1 3 “ — Ô Q i Y , 
o a3 'pp
J V' \r - r* i P=0
5.33
5.34
que e a solução linear para determinar as componentes do tensor métrico 
no campo de uma distribuição material. Este método é vãlido para campo 
fraco e espaçp levemente curvo.
Salientamos que a 5.33 e a 5.34 são validas para determi_ 
nação da métrica em pontos exteriores a distribuição material.
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6 - ESTUDO DA MÉTRICA NO CAMPO DE UMA DISTRIBUIÇÃO MATERIAL EMROTAÇAO
Objetivando Uma conclusão significativa da importância da 
Relatividade Geral para movimentos de satélites terrestres artificiais, 
vamos estudar a métrica no campo de uma distribuição material esquema 
fluTdo-perfeito, dotada de rotação uniforme.
Usando um sistema de referência geocêntrico, teremos
Fig. 2
sendo dm um elemento de massa da distribuição e P um ponto do campo 0£ 
de se esta estudando a métrica. Estes têm coordenadas no espaço-tempo, 
respectivamente
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x° = i c t
X1 - F cos (p cos 0
x2 = F cos $ sen 0




r cos <f> cos 6 
r cos <{> sen 6 
r sen <p
6.1
onde consideramos a parte espacial em coordena/ias esféricas,
A distancia A entre P e dm pode ser determinada com a 
utilização dos polinómios de Legendre |4|
—  * —  £ (— )" Pn (cos *)> 6.2
A r n=0 r
onde
cos \p = sen 4) sen ^  + cos <j> cos <jT cos (e - W). 6.3
Tomando o comprimento de arco £  como parâmetro de deriv£ 
ção, podemos escrever o elemento de volume dV como |6 |
dV = i dV' = i —  dx1 dx2 dx3 = i —  r2 d? cos «T d$ dl* 6.4 
ds ds ds
sendo dV o elemento do quadrivolume da expressão 5.32 e dV' o elemento
de volume em coordenadas esféricas, que, pela integração, proporcionara
o volume da distribuição material.
Sendo ainda ü a velocidade angular de rotação da distri 
buição, podemos calcular as componentes da quadrivelocidade tangencial 
mediante
dx“
V. = £* a =  0, 1, 2, 3, 6.5
dx
o que resulta jôj 
r
v (- fix2) = ^ rr cos <p sen 0 6.6
icdt c c
i r cos <í> cos 0
cc
Vg = 0 (eixo de rotaçao).
Podemos agora escrever as componentes do tensor impulsáo- 
energia, mediante a 2.15
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onde varras admitir que a densidade p sejâ função apenas d e F  e 4>,
P = P 6.8
Observando as 6.6 e 6.7, teremos
T = ~ £0_ p2 cos2 <f> sen 6 
'1 c2
12 - ' 21 = r2 ca*2 éTio - Toi = r“ cos" è sen 6 cos 0 c2
TlO- Tq-j = r cos <J> sen 6
T 9 ?  -  ”  C O s 2  $  C O S 2  6
u  c2
T20 = Tq2 = - Ê2E r cos <f> cos 6 
c
T00 = p ’
6.9
sendo nulos todos os restantes. Observa-se também que o determinante pnn 
cipal da matriz formada pelas componentes deste tensor, é nulo, o que 
era de se esperar.
Tomando a 5.33, devemos considerar que:
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a} d V  ? o quadrivolume que sera substituído por d?, dado por 6.4;
b) |r - r ‘| i a distância entre P e dm» figura 2, que representamos por
A.








fa6 = Ta3 ^  *3 , 1 " "1 “  ) ’ 6.11
em face das considerações de potencial retardado. Observando as 6.2, 





p {í£, &  ^  1 (Lf R. (coc » ? 2 dr cos* d* dF 









Y - « I L  E  JL
ae c2r n=0 rn
p vavePn (cos.»r dr cos<j> d^ de. 6.14
Os harmônicos aparentes, Pn(cos», podem ser determina^ 
dos pelo teorema da adição |5|, utilizando-se as funções associadas de 
Ferrer e Legendre,
Pn(cos »  = Pn(sen
n




« dmp (sen.*) 
Pn(sen 4>) = cos <(> ---------- — 6.16
d(sen » m
m ^  dmP (sen »
Pp(sen »  = cos"1* — ------—
d(sen J f
6.17
Consideraremos apenas os primeiros termos da 6.15, fazeji 
do, portanto, n = 1, o que não é proibido pelo fato de os termos seguiji 
tes serem negligenciáveis e lembrando ainda que as correções que esta_ 
mos introduzindo ãs componentes do tensor métrico são pequenas. Por es
39
tas considerações, a 6.14 ficara, em face das 6.15, 6.16 e 6.17,
pv v r serisj) sen4> cos4> dr d^ de +Ot p
-_3 ?—  ... _ _
p v^v r cos«}; cos"4> c.es(e - e) dr 04» de
V
6.18
onde observamos que os únicos valores não nulos para esta expressão são
aqueles para os quais a, 3 = 0, 1, 2, em virtude da 6.6.
As integrações devem obedecer aos seguintes limites:
- para 0 raio r da distribuição, de 0 a R, sendo R 0 raio médio da Terra;
- para a latitude J, desde - rr/2 a + n/2;
- para a longitude F, de 0 a 2 tt.
Para a = 6 = 0 , a 6.18, em face dos valores da 6.6 , fica,
-  4 6  
' O O  ~ 2 v»2
pr sení. s'en<j> cos<{> dr d<}> de +
_3 2—  — — —  —p r cos<j> cos $ cos (9 - e) dr d$ de
JY
6.19
Observando a 6.8 , podemos realizar de imediato, a inte; 











r sen<}> dm, 6.20
que
■-2 —  —  p r cos<í> dr de = dm 6.21
í a massa da Terra.
Para a = 1 e 3 = 0 temos, pela 6.18, apos a primeira in
M
Y10 = YÒ1 = sen0 cos<t>
c r
- 2  2—  r cos $ dm. 6 . 2 2
Analogamente, determinamos os outros valores que são
M
rÓ2 4 y20 ' C0S6 C0S*
_p 2—
r cos «j>. dm 6.23
M
i _ 2 G O
Tn  ‘ sen*
—3 —  2—
r sen«}) cos <j> dm - y^' 6.24
Vamos agora considerar as seguintes integrais |6|:
sendo R o raio medio da Terra (6.371.229 m) e considerada agora uma dis_ 
tfibuição material homogênea e rigorosamente simétrica. Uma vez que es_ 
tarnos a admitir apenas n = 1, as 6.22, 6.23 e 6.24 ficarão, respectiva 
mente, mediante introdução do raio gravitacional j6 1
GM.a = — :
c2
Y * = Í_iiLÍL-iÍ Sene cosf = - Y ' 6-27
10 5 c  r2
e
Yj, ■= Y*2 = 0. 6.28
Finalmente, observando a 5.34, determinamos as componeji 
tes do tensor métrico, utilizando os resultados obtidos. Tais componein
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911 " g22 " s33 = 944 = -1
910 = 901 = "920 = '902 = :-^-ÍLÍ~  sene cos*,
o c r
sendo as restantes todas nulas.
Escrevendo na forma matricial as componentes deste
sor, temos
-1 e sene cos* - e sene cos* 0
e sene cos* -1 0 0
- e sene -cos* 0 - 1 0










As já determinadas componentes do tensor métrico nos pe_r 
mi tem encontrar as equações das geodésicas para o campo grav.itacional 
em estudo, mediante |13|
d V + ra d /  d £  c o. 6.33
ds2 3V ds ds
onde os símbolos de Christoffèl, de segunda espécie, sao dados por 1.3.
0 valor do determinante da matriz 6.31 é
o ?
g = 1 - 2 e2 sen 8 cos <j>
e podemos determinar as componentes contravariantes do tensor métrico me 
diante |13|
cofator g
 ----------- } 6.34





2 G2 sen 6 cos * - 1
„01 „10 g sene cos*g = g --- - -
2 2 2 e2 sen e cos * - 1
„02 „20 g sene cos*g = g =  --- — ---
p  p1 - 2 e2 sen e cos *
p  p
jll _ 1 r e2 sen e cos * 
2 g2 sen2e cos2* - 1
q12 21 _ G 2  sen2e cos2*
í/ lí O o
1 - 2 G2 sen e cos *
22. _ 1 - e2 sen2e cos2*
2 g2 sen2e cos2* - 1
2 233 _ 1 - G2 sen e cos *
7 ~~ " "T
1 - 2.e2 sen2e cos2*
_03 _ 30 _ 13 _ 31 „23 „32 ng = g =9 =9 = g = g = o
6.35
Calculando os símbolos de Christoffel de segunda espécie,
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01 10
? 2 sen e sen<j> cosft
2 2 I - 4 e2 sen '0 cos <f>
„0 „0 e2 2
02 s 20 “ ~ sen e sen^ cos<j>
1,0 ro e2 sene cose cos <j»
*03 = 30 "“T
. 2  — - - - 2 .2 e2 sen e cos <j> - 1
o _ r,o - e2 sene cos<j>12 _ i21 - “
4 e2 sen 6 cos <}> - 2




M  _ J  
loi Mo
4 e2 sen̂ecos -2
sens sen<j>
2 2sen e cos <j> - 1
- e cose cos<|>
4 e2 sen̂ecoŝ -2
3 2 E3sen e sen<{> cos 4>
2 2 
2 - 4 e2 sen e cos <f>
3 2,1 „1 _ e3 sen e sen<f> cos $' - 1
02 20 ~ — ~  -4 e2 sen e cos * - 2
p
_ T11 - e2 sen e sen<j> cos<i>
12 “ *21. = ; 2
4 e2 sen G cos $ - 2
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rl _ rl e cose cos<f>'03 ' 30 - ~ - -
4 e2 sen ecos </> - 2
o„1 „1 e2 sene cose cos <p
*13 " *31 = “  Z ”4 e2 sen e cos <j> - 1
2„1 _ sen e sen4) cos<j>
22 ‘  2 22 e2 sen e cos a - 1
2rl rl - e2 sene cose cos <j> 23 32= “ ““ "2 24 e2 sen e cos <{> - 2
o 2r2 r2 e3 sen e sen<)> cos <t> - e sene cos<f>1q1 -i10 - -  —  - —
4 e2 sen e cos $ - 2
2„2 ,2 _ e3 sen e sen<j> cos <j>
02 " 20 = J ~  "4 e2 sen 0 cos <(> - 2
„2 _ r2 e cose cos<j> 103 = 130 = 2 22 - 4 e2 sen 6 cos $
2„2 _ „2 e2 sen e sen<j> cos<j>
12 = 21 = " ;4 e2 sen e cos <j> - 2
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22
g sen 9 sen* cos*
? 2 
1 - 2 e2 sen 6 cos *
2
^2 „2 e2 sene cose cos *
23 “ *32 “ 2
4 c2 sen e cos * •
2 2 
p.3 ^3 _ e3 sen e cose cos * - e cose cos*
101 “ 110 = 2 2
2 - 4 e2 sen e cos *
p o
„3 T, 3 e cose cos* - e3 sen e cose cos *
02 = 1 20 p 2 ’
2 - 4 e2 sen ecos *
sendo os restantes todos nulos.
Podemos escrever a equação 6.33, para a = O, assim
.x°. = - r° —  —  (— )2 6.36
ds2 3y dx° dx° ds
e ainda, observando a 6.33, seu primeiro termo como
d2 xa b _d__ ,dx° b (dx^^dixl + dx“ d2 x° 
ds2 ds ds ds (dx0)2 dx° ds2
Observando a 6.36 ternos, finalmente
Usando a notação de Newton e lembrando que
*ï o o
x = i c t, x - r, x = <i> e x = e ,
temos,
6.40
A 6.40 nos permite determinar as equações das geodésicas 
do campo gravitacional em estudo. Considerando um satélite em movimento 
no campo gravitacional terrestre, sendo a Terra descrita por um esquema 
fluido-perfeito, temos as equações de trajetória dadas pelas equações 
das geodésicas deste espaço.
Tais equações são apresentadas a seguir:
e  s e n  6 s e n 4> c o s 2 4, • , e 3 s e n "  9 sencf> c o s  i  -  1 •r + —  ------- r ■+----- ------ -------- ;----- <p +
2 2 p o
1 - 2 e 2 sen 0 cos '(f> 2 g 2 sen 9 cos # - 1
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4 1 2
+ e c o s 9  coS(j> ? + 2 G 1* sen 6 sencj> c o s  ^ -  2 e 2 sen 9 sen4) c o s<j)»^
n 9 2 9 9
2 g 2 serre cos <f> - 1 2 e2 sen 9 cos <f> - T
O O
e2 senQ cose cos tj> • _ e2 sea 9 senft cos# . •. 2pe _ 0 •»*-*« ..v. „■>*•»«? :
v y y o
g 2 sen^e cos cf) - 1 1 - 2  e 2 sen 9 cos $
+ e2 sen9' senj)  (r)2| - e cose cosf   (r)2e
2 e2 sen^9 coŝ (f> - 1 2 e2 sen^e cos^ - 1
, 2
g sene cose cos é • • 2 e sene sen* • .— —---------------—  ̂  q ------------- — í—   p (<j)) ̂ +
2 2 2 2 
2 e2 sen e cos <f> - 1 2 e2 sen ecos 1-
+ e cose cos» f i 9 = 0
2 e2 sen^e cos 4> - 1
1 2  1 2  
" +  g 3 seri 6sen<|) cos <p - e sene cos<f> • _ e3 setf 9 senft cos $ « +
2 e2 sen^e c o s V  - 1 2 g2 sen^G coŝ <j> - 1
+ e cos9 cos<p_______ g + e2 sen2esen(j> cosft £ | +
1 - 2 e2 sen2e cos2^ 2 e2 sen^e cos2<f> - T
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+ e sen 6 sen* cos* (*) + sen® cos  ̂ cos ^ * ê
1 - 2 e2 sen20 cos2* 2 e2 sen20 cos2* - 1
e2 sen 0 sen* cos*  , ? e 2- r2-
1 - 2 £2 sen^O cos4-*
r* + e2 sen 0 sen* cos* (*) 2
„ _ 2 J
2
„ e 2 sen0 cos0 cos * • • . e  cos0 cos* jl I *2 — --------------— j—  * e + ---------- 3----- —  r * 0 +
2 e2 sen20cos2* - 1 2 e2 sen20 cos2* - 1
h e2 sene sen* r ( * )2 _ e sene sen* ( * ) 3+ e C0S9 C0S(̂ _______ ( * )29= 0
2 e2 sen2e cos2* - 1 2 e2 sen2e cos2* - 1 2 e2 sen2e cos2* - 1
^ 2 3
" , • e3 sen 0 cos0 cos * - e cos0 cos* • .0 *---~— — _ — -----— i-------- --- «— j- r +
1 - 2 e2 sen20 cos *̂
o q p
, e cos0 cos* - e3 sen 0 cos0 cos * • e2 sen 0 sen* cos* • • ^+ ------------------—-   <p* - ---------— — ---------  r  u +
1 - 2 e2 sen20 cos2* 1 - 2 e2 sen20 cos2*
2
. 2 2„ . * x 2 e2 sen0 cos0 cos * , z \ 2  .+ e2 sen 0 sen* cos* * 6 -------------------------------------------------  (0) +
2 e2 sen20 cos2* - 1
+ e2 serie sen* ________ r * * ________ e cose cos*  • _
2 e2 sen20 cos2* - 1 2 e2 sen20 cos2* “ 1
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e sene sen4>
2 e2 sen^e coŝ cf) - 1
(̂  ) . © +
e cose costf) I (é)2 = o
2 e2 sen^e coŝ <f> - 1
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CONCLUSÃO
Para o caso Clássico, devemos ter as componentes do teji 
sor métrico iguais ao delta de Kronecker (gag = <$&g) quando se utiliza 
um sistema de coordenadas cartesianas,
0 estudo da métrica, do ponto-de-vista da Relatividida^ 
de Geral, mostra-nos então que ha uma diferença entre as componentes do 
tensor métrico em relação ãs do caso Clássico e que tais discrepãncias 
são pequenas, fato que deu origem a um outro aspecto nas equações das 
geodésicas do campo gravitacional terrestre, mesmo supondo, na hipótese 
simplificativa, que a Terra e descrita por um esquema fluido-perfeito.
0 passo seguinte a este trabalho seria o de escrever as 
componentes do tensor impulsão-energia de maneira mais realista e detejr 
minar as equações das geodésicas, considerando perturbações que aqui 
foram negligenciadas, pois tais equações expressam a trajetória- de co£ 
pos no campo gravitacional terrestre, e isto pode ser aplicado a sateTi_ 
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